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On considbre ici des espaces &p(Q) qui sont des espaces L” sur un ouvert Q 
de lW’, borne et lipschitzien, avec un poids assez general. Dans la premiere 
partie, la norme des polynbmes de L, p est comparee a leur norme uniforme 
(les resultats ont Ctt obtenus en collaboration avec M. Y. Dejean). Dans la 
seconde partie on utilise les majorations obtenues pour montrer que les 
fonctions analytiques d’un ideal de Lwp(Q) sont caracterides par leur 
distance aux polynomes. On donne Cgalement des proprietes d’approximation 
polynomiale des fonctions C” et des fonctions du type Gevrey de ces espaces. 
Les resultats generalisent essentiellement certains theoremes de Baouendi et 
Goulaouic [I, 21 mais aussi des rtsultats plus particuliers [7,9, 19,201. Dans la 
troisieme partie, on montre que l’approximation polynomiale d’une fonction 
dans ,&p(Q) donne aussi une bonne approximation uniforme de la fonction 
et de ses d&i&es. On termine en mettant en relation la vitesse de decroissance 
de la distance (dans Lwp(Q)) d’une fonction aux polynomes de degre au plus n 
et la rtgularite de cette fonction. 
Notations et D&%tions 
Dans tout cet article, J2 designe un ouvert borne de IWN a bord lipschitzien. 
On notera w un poids sur 52 c’est a dire une fonction mesurable, rkelle et 
presque partout strictement positive sur Q. 
Pour p 3 1 on pose: L,p(Q) = {f/f mesurable t fw E Lp(Q)} muni de la 
topologie d’espace de Banach tvidente. La norme de cet espace sera notee: 
II IlP,W~ La norme de L”(G) sera notee: /I 11. 
Soit B un espace de Banach et A un sous-espace de B. Pour f e B on note 
&(f A) = inf,,, Ilf- g llB . (Si A est de dimension finie, il existe toujours 
un element h E A tel que &(f, A) = 11 f - h IIB ; voir par exemple [ll].) 
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L’ensemble des suites a decroissance rapide (Resp. exponentielle d’ordre s) 
sera note S (Resp. E,): (a,) ES si et seulement si, pour tout p E N, (n~a,J 
converge. (a,) E E, si et seulement s’il existe L 3 0 et b E [0, 1[ tels que pour 
tout n E N, ] a, I < Lb”“‘. 
Fonctions du type Gevrey (pour une etude detaillee voir [I, 21). On 
designe par G,(a) (Resp. GZ(@) les fonctions de classe Gevrey d’ordre s 
(Resp. analytiques) sur Sz prolongeables en fonctions de classe Gevrey d’ordre 
s (Resp. analytiques) sur un voisinage de a. Soit gk l’ensemble des polynomes 
de degre au plus k, a N variables rtelles et a coefficients complexes. Pour s > 1 
on pose: a&o) = {f~ Lp(f2) [ (dLzlcsa)(f, gk))ksN E E,} muni de la topologie 
limite inductive naturelle. 
On rappelle que: 
* JJ &ant lipschitzien, la definition est independante de p. Pour tout p 
on adoptera la notation: ~C,,,(A?) = as(Q). 
* G@) C K@) C G--1(@ ( avec injections continues). En particulier: 
a&=2) = a@). 
On notera Hk = 8, n LWp(J2) et p = uk Hk. p est un ideal engendre par 
un nombre fini de polynomes notes Q, ,..., Q,. . On designera par q (Resp. a,) 
l’ideal des fonctions de Cm(o) (Resp. 6T8(~)) engendre par Q, ,..., Q, . On 
utilise les notations habituelles pour les multi-indices. On dtsigne par Di 
l’operateur a/ax, . Pour 01 et p dans tVN, (D*)(p) est l’operateur obtenu en 
derivant formellement nr D*i, pi fois en Di (i = l,..., N). 
Soit m E Cm(o) et soit 9 l’ensemble des entiers v tels que pour tout x E D 
on puisse trouver cy E NN tel que j cy j < v et m(“)(x) # 0. Si 9 n’est pas vide, 
posons: d = inf{v ] v E 91; on dira alors que sur 0, m a un ordre d’annulation 
fini et Cgal a d. 
1. COMPARAISON DES NORMES DES POLYNGMES DANS L”(Q) ET DANS L,p(sZ) 
1.1. Le R&&at Principal 
THEOREME 1. Soit Q un ouvert borne’ lipschitzien de [WN. Supposons que w 
v&-ijie la proprihtt! suivante: 
(H) II existe m E Cm(o) ayant sur D un ordre d’annulation fini et &al h d 
et telle que, presque partout sur Q: ( m(x)1 d w(x). 
Alors il existe deux constantes A et /3 positives telles que, pour tout n E N, 
pour tout j E NN et pour tout P E H, on ait 
11 P(j) 11 < A151f1(n + 1)@+2d+21jl II P llzr,W . 
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1.2. Demonstration du Theoreme 1 
LEMME 1 (InCgalitC de Markov; voir [20]). Zl existe une constante C telle 
que pour tout P E 8, et pour tout i E {l,..., N} on ait 
II W II G Cn2 II P Il. 
LEMME 2. Soit d, E N et m E C?@). II existe une suite (A& de poly&mes 
(d” Al, < k) et une suite (a,) ES telles que, pour tout 01 E t+JN veEjiant 
/ a: I < d, , on ait, pour tout k E b4, I/ rn(“) - A:’ // < ak . 
Demonstration. Soit Ah: E gk tel que /I m - Ak II = dLm(d)(m, gk). D’apres 
PI la suite (II m - A IlLd appartient a S. La serie A,, + x:,” (A{+, - A,) 
converge vers m dans L”(Q). Nous avons d’apres l’inegalite de Markov 
ll(Ai+l - A,)(@) 11 < Cl(i + l)21al jl Ai+l - Ai /I 
< 2Ci”l(i + l)21ai drmcSz)(m, g’,), 
et cette dernibre expression est le terme general d’une suite de S. 11 en rtsulte 
que pour tout 01 E NN, Il(m - Ak)(ol) /IE S; on prendra done 
ak = ,$!zz {il(m - A,)‘“’ 11). 
LEMME 3. Soit m E f?(D), d E N. Pour tout E > 0 et pour tout 01 E N N, il 
existe une constante C, telle que pour tout n et pour tout P E 9, on ait 
II II d f(n + 1)-2d II P II + Co@ + lPi II Pm I!. 
Demonstration. On choisit (Ak) comme dans le lemme 2. 
llV’mYoi) II < IIMm - 4l’m’ II + WAP II. 
En developpant [P(m - Ak)](*) suivant la formule de Leibniz et en appliquant 
les Lemmes 1 et 2, il vient 
et de mCme 
IIPW - AdP) II < Cde’ak II P II, 
ll(PA,)(“) // < CIUl(n + k)21al /IPAk /I 
< Cl% + W”1Lll P(m - Adll + II Pm III 
d CW(n + k)21dl al, II P II + 0l(n + k)21al IIPm II. 
Au total, 
ll(PmY”’ II < (n + Wai[C2ak II P II + 0 II Pm II.1 
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Remarquons qu’il existe k, E N tel que, pour tout j E N, 
C&j + l>“Vj + k,) aj+kT, < 6. 
Pour achever la demonstration il suffit alors de prendre k = n + k,, . 
PROPOSITION 1. Soit m E Cm<.@ ayant sur B un ordre d’annulation jini et 
&gal ci d. II existe une constante C, telle que, pour tout n E N et pour tout 
P E gbn , on ait Ij P II < C,(n + lYd I/ Pm I/. 
Dt!monstration. Soit a E ~7.11 existe cy. E N N tel que 1 01 1 < d et m’“‘(a) # 0. 
Soit I’, un voisinage ouvert de a tel que, pour tout x dans F, = V, n f? on ait 
I mtar)(x)I > 3 j m(“)(a)l. Posons 
U = i 
1 
x E F, I , o<,;<, a (p) m(x)\ n21p~Clpl < (l/4) / m@‘(x)/ . 
\a 
, wJ!) l(D ) 
i 
Si XE U, 
P(x) = (Pm)(“)(x) - 
1 
c (l/p!)(D”)‘“) m(x) P@)(x) (m(Or)(x))-l. 
o<1Plsl~l 1 
Utilisant le lemme 1 et le lemme 3 avec E = * I m(“)(u)1 il vient 
j P(x)1 < 2C, / m(e)(a)i-l(n + 1)2101 /I Pm // + + II PII. 
Si x E C, U, nous avons alors 
o..:l$<, , (1’p9 ‘(O ) 
a (p) m(x)1 n21plClnl > (l/8) I m(w)(a)l. 
.a 
la&-l Posons I< = [4 I 01 j CN+,u,-l 1-l. Deux cas sont alors possibles. 
Premier cas. 
K /(D")"O,O,...,O.l" m(x)I Cn2 > c (l/p!) [(Da)(p) m(x)] n21*ICI*J. 
O<lPl<l~l 
P#‘O,....O.l) 
Alors d’une part (K + 1) I(D”)(t”*o*...*o*l)) m(x)1 Cn2 > $ I m(OL)(u)l, et d’autre- 
part, pour p vtrifiant 0 < I p I < I a 1, p # (0,O ,..., 0, 1) 
(l/p!) I(D”)‘p) m(x)1 n21plCIpI 
l(D~~)((0.....0.1)) m(x)1 Cn2 ' K' 
On peut alors Ccrire 
P(x) = (D ) 
a cco*...*o~l))(Pm)(x) - CO<jPlslal-l (l/q!)(D”)(g+(o....,o*l)) m(x) P(*)(x) 
(D”)“O.O,....OJ” m(x) 
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Utilisant I’in6galit6 de Markov, les deux in6galith ci-dessus, le lemme 3 avec 
E = 1 m(“)(u)l [32 1 (Y 1 (K + l)C]-l, nous obtenons 
I P(x)1 < WC, I 01 I (K + 1) I +Ya)l-Yn + 1Pl II Pm II + t II P II 
+ K/l P I/ / oi ) cl*‘-l,- N+la 1' 
Done I P(x)/ < SCC, I 01 I (K + 1) I m(~)(a)i-l(n + 1)21a1 II Pm II + 4 /I P II. 
26?me cas. 





KFW + 1)1-’ I f’“‘Wl 
est tgalement infhieur au second membre de l’intgalit6 pr&.%dente. Nous 
sommes done ramenh g une situation analogue B la situation de dCpart 
(X E CF V) mais avec un terme en moins. On est conduit A une nouvelle 
alterna:ive que l’on traite de facon identique. La rWration du pro&d6 
conduit & un nombre fini d’inCgalitts de la forme 
I P(x)1 < cte(n + l12iol II Pm II + + II P II. 
11 existe done une constante C, telle que pour tout x E F, 
I P(x)l < C,(n + 1F II Pm II + 4 II P II. 
La proposition rhulte alors du fait qu’on peut recouvrir a par un nombre 
fini de fermCs du type F, . 
COROLLAIRE 1. Soit m E Cm@) ayant sur I;;! un ordre d’annulation d fini. 
I1 existe une constante C, telle que pour tout P E 9, et pour tout 01 vki$ant 
I cx I < d on ait 
ll(PmP II d C2(n + 1)2d IIPm II. 
(Ce corollaire rt%ulte de laproposition 1 et du lemme 3.) 
LEMME 4. II existe /3 E N et une constante positive L, tels que pour tout 
P E 5, et pour tout p 2 1 on ait 
II p II G Ldn + 1Y II p IL1 . 
(Voir la dbmonstration duns [l]). 
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LEMME 5. Soit m E Cm(~) ayant sur 32 un ordre d’annulation d Jini. II 
existe une constante C, telle que pour tout P E 8, on ait 
II Pm II G G(n + 1Y.11 Pm 119,1 . 
Dt!monstration. On choisit la suite (Ak) comme dans le lemme 2. 
I/ Pm 11 < /i(rn - Ak)P II + 11 AkP [I, et 1’011 a d’aprb le lemme 4 
iI@ - 42 II < ak II P II et II 43 II < G(n + k + 1Y II 4’ IL1 , 
II 42 II < Mn + k + 1)Wm - A# lIp,1 + II Pm ll,.Il. DOW d’aprbs la 
proposition 1 
Ij Pm Ij < LB(n + k + l)a+zd a, II Pm II + Mn + k + 1Y II Pm IL1 . 
On acheve la demonstration en remarquant qu’il existe k, E N tel que pour 
tout j E N, L,(2j + k, + l)“fzd aj+k, < 4 et en prenant k = n + k, . 
COROLLAIRE 2. Soit m E Cm@‘), ayant sur B un ordre d’annulation dfini. 
II existe une constante C, teIIe que pour tout P E 8, et pour tout p 3 1, 
II P II d G(n + 1)6+Zd II Pm //8,1 . 
(Ce corollaire r&ulte de la proposition 1 et du lemme 5.) 
Fin de la dkmonstration du thkort?me 1. 11 suffit d’aprbs le lemme 1 de 
demontrer le theoreme 1 pour j = 0. Or /I Pm I/D,1 < II P &,,, . Done le 
corollaire 2 nous donne le resultat avec A = Sup(C, Cd. 
COROLLAIRE 3 (Intgalite de Markov gentralisee). Si Q est un ouvert borne’ 
Iipschitzien de IwN, si w E LP(Q) et v&jie la proprie’te’ (H) du thkort?me 1, il 
existe deux constantes C, et 0 telles que pour tout n et pour tout P E 8, on ait, 
pour iE{l, 2 ,..., N), 
II Dd’ II p,w 9 Cd II P lLu). 
Dimonstration. Si w E L”(Q) et si P E 8,) P et DiP appartiennent a 
Lp(Q), et II Dip II 9,w < II w //9,1 IIDiP II < cte n2 II PI/. On acheve en utilisant 
le theorbme 1. 
2. PROPRIJ?T~S D'APPROXIMATION POLYN~MIALE DES FONCTIONS RS~GULIBRES 
DE L,*(G) 
2.1. Enonct? des R&dtats 
PROPOSITION 2 (Proprietts des fonctions de a, et de q). Si f E q (Resp. a,) 
ah (dLwvdf, K&M 6 s (Rw. Ed. 
640/18/4-Z 
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THBORBME 2 (Caracttrisation de fonctions analytiques de L,P(Q)). Si w 
verrifie la proprie’te’ (H) du theoreme 1, pour f E L,P(s2) les deux proprie’tb 
suivantes sont equivalentes. 
THIGORBME 3 (PropriCtCs des fonctions C” et du type Gevrey de L,“(Q)). Si 
w verifie la proprie’te’ (H) du theoreme 1, et si pour f E Lwp@) on a 
(d,pdL ~d)m E S (Resp. E,) alorsf E C”(Q) (Resp. OC#?)). Deplus darts JJ 
onpeut Pcrire f = Qlfi + ... + Q,.fr avec pour tout i, fi E Cm&?). 
THBORBME 4 (Caracttrisation des fonctions regulieres de L,p(Q)). Si w 
verifie la proprie’te’ (H) du theoreme 1 et si l’une des deux proprie’tes suivantes 
est ve’rifie’e. 
(1) p est un idealprinctpal (done enparticulier si N = I ou si w E Lp(52)); 
(2) N = 2. 
Alors pour f E L,P(fi) les deux proprietes suivantes sont e’quivalentes. 
6) fE q (Rev. a,); 
(3 (&,ydL ffkNkc~ E S (Rev. Es). 
Remarque. Si N = 1, Sz = ]- 1, + l[, w(x) = e-z-2, w ne vtrifie pas (H). 
On montre que la conclusion du theoreme 2 ne subsiste pas en vtrifiant que 
&,w(x-2, f&&N 6 S. 
2.2, Demonstration de la Proposition 2 
Supposons p + (0) (sinon la proposition est Cvidente). Si f E q (Resp. a,), 
f=Qsl+ *.. + Q,gr oti pour tout i, g, E C-(a) (Resp. @J@). D’apres [l] 
il existe des suites (RiR)kfh de polynomes telles que, pour i E {l,..., r>, 
(11 g, - RtI, Ij)kEm, ES (Resp. EJ. On verifie alors aistment que (11 f - QIRIk - 
*.- - Q,L lltwL~ E S (Resp. E,) done que (dLtiydf, HJLN E S (Resp. -0 
2.3. Demonstration des Theoremes 2 et 3 
La partie directe du theorbme 2 rest&e de la proposition 2. Dtmontrons 
simultanement la partie reciproque du thtoreme 2 et le theoreme 3. Si 
p = (0) le rtsultat est immediat. Supposons p f (0). Pour tout i E N, 
soit Pi un polynome tel que dL,p(&f, Hi) = II f - Pi llp,w. La serie 
P,, + cfO (Pi+l - PJ converge vers f dans Lwp(Q) et (II P,+l - Pi &,,&N E S 
(Resp. Es). Mais d’apres le theoreme 1, jj P,+l - Pi /I < A(i + 2)B )/ Pi+I - Pi )\a,lc 
done (11 Pi+1 - P, lI)rerm ES (Resp. E,), et la strie ci-dessus converge aussi 
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dans Lo vers une fonction h continue et Cgale a f presque partout. Par 
ailleurs llf - Pi II d Zr II P,+l - Pi II done &(df, gli)h ES (Rev. J%) 
et, d’apres [I], f e P(8) (Resp. G&(@). 
Fin de la dkmonstration du thkor&ne 3. On peut demontrer de la meme 
facon que (Ijf(J) - P!j) 11) ES. Remarquons que pour tout i, Pi E q. Or, 
d’apres un theoreme de G:lgrange (voir [12] ou [IS]), l’idtal engendrt par 
e 1 ,.*., QT dans C”(G) est fermi dans Cm(sZ). On peut done Ccrire f = CL Q& 
avec pour tout i E { l,..., r}, fi E C”(Q). 
Fin de la dkmonstration du thkort?me 2. 
PROPOSITION 3 (Ce resultat m’a CtC communique par A. Douady). Soit V 
un ourert de RN. Un idkal de type$ni de CZ( V) est fermP dans Gl( V). 
Dbmonstration. 
1 tre &ape. 
LEMME 6. Avec les notations usuelles en thkorie des faisceaux, pour tout 
faisceau analytique cohkrent 9 sur V on a H1( V, 9) = 0. 
Pour la demonstration de ce lemme voir [5] et [8]. 
Si g E 6T( V) on note g, le germe de g au point x. 
COROLLAIRE 4. Soit h, ,..., h, dans fl( V). Les deux conditions suivantes 
sont Pquiralentes. 
(i) f appartient d I’idkal engendre’ par h, ,..., h, . 
(ii) Pour tout x dans V, fs appartient h I’idPal engendrt! par h,, ,..., h,, . 
Dkmonstration. Soit LT le faisceau des germes de fonctions analytiques 
sur V. Considerons le morphisme de faisceaux 
(Sl 1..., g,> -s c g,h .
1 
Soit 9 le noyau de v et 9 son image. A la suite exacte 
On peut associer la suite exacte 
0 -+ H”(V, 9) -+ H”(V, @) + H”(V, 9) - Hl(V, 9). 
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Mais W( V, 0F) = (GZ(Y))r, H”( I’, 9) = .Y( V) (c’est a dire l’ensemble des 
fonctions telles que pour tout x de I’, f, E (h,, ,..., II,.,)) et W( V, 9) = 0 
d’aprbs le lemme 6. Done l’application 
est surjective. 
2Sme &ape. Le theorbme de fermeture de Krull [4] permet de montrer 
le resultat suivant en remarquant que l’anneau des germes de fonctions 
analytiques en x est un anneau local noetherien. 
LEMME 7. Soit x E V. Si pour tout k E N, le jet d’ordre k de f au point x 
appartient ri l’ide!al engendrt! par les jets d’ordre k de h, ,..., h, en x alors fz 
uppartient h l’idkal engendre’ par h,, ,..., h,, . 
La proposition 3 qui s’ttablit facilement pour les jets d’ordre k en un point, 
resulte alors du corollaire 4 et du lemme 7. 
Puisque 1;2 est a bord lipschitzien il existe d’apres l’inegalite de Bernstein et 
les resultats de [3] un voisinage V de 0 tel que (11 Pi+l - Pi [jLw~Y))ieN E E1 . 
La fonction PO + 2: (Pi+l - Pi) appartient a l’ideal des fonctions analy- 
tiques de V engendre par Q, ,..., Q7 done s’tcrit Q,fr + ... + Qrfr avec 
pour tout i,fi E a(V). On a doncf = C Q& sur &! avec, pour tout i,fi E @a). 
2.4. Demonstration du Thiordme 4 
Cas ou p estprincipal. En reprenant les notations du paragraphe precedent 
on suppose p engendre par Q et on note P, = Q& . Les polynomes S, 
verifient d’apres la proposition 1 des majorations du m&me type que les 
polynbmes P, ; d’oh les Cgalitts (dam L”(G)) 
f = P, + % (Pi,, - Pi) = QSo + f Q(&+I - Si) 
0 
= Q bo + f (&+I - s,)] - 
0 
Done f = Qh oh h E Cm(Q) (Resp. a,(@). 
Cas ou N = 2. On peut poser QZ = QRi oh les Ri sont des polynomes 
saris facteur commun. Les R, engendrent l’ideal p’ des polynomes de L&($2). 
Q*w” est integrable sur 1;2 sauf au voisinage dun nombre fini de points que 
I’on notera b, ,..., be qui sont les zeros communs a tous les Ri sur 0. En 
reprenant les notations du paragraphe 2.3, on pose Pi = QS, . Comme 
ci-dessus on montre que f = Qh avec h E Cm(a) (Resp. as(a)). 11 reste done a 
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prouver que h qui appartient a LP,,(Q) est dans l’ideal q’ (Resp. a,‘) des 
fonctions de Cm@) (Resp. G&.(@) engendre par R1 ,..., R, . L’inCgalitt de 
Lojaciewicz [lo] appliqute a la fonction Rlk + a.* + Rrk oti k est le plus petit 
entier pair tel que k > p montre que, pour tout i E {l,..., Q. 11 existe un entier 
qr tel que pour tout couple d’entiers positifs (/Ii , ri) vtrifiant /3i + yi 3 qi , 
la fonction (x1 - b&‘~(x, - bi2)pyf QJW’ soit integrable au voisinage de bi . 
11 en resulte que, si pour tout i, BI + 7% > qi alors &(x1 - b#(x, - biZ)Yi E 
L&(Q). On peut alors montrer a l’aide de la formule de Taylor utiliste 
successivement aux points bi et a l’ordre qi que h peut s’tcrire 
h = U + Clinic T,hi on U est un polynome, les T, des elements de p’ et les hi 
des fonctions de Cm@) (Resp. a@)). Done Tihi E q’ (Resp. as’) et 
U E L&,,(Q); par suite U E p’ et h E q’ (Resp. a,‘). 
3. APPROXIMATION SIMULTAN~~E D'UNE FONCTION ET DE SES DBRIV~~ES 
On suppose dans toute la suite que w E ,V(Q). Soit f E G(Q) et S, E 8, 
tel que Ilf- S, lLul = d,:(,)(f, 9,). On se propose de demontrer que si w 
verifie (H) la suite (SE))n.N tend vers f(“) dans Lm(sZ), pourvu que 1 r 1 ne soit 
pas trop grand. De nombreux auteurs (voir, par exemple, [6, 14-171) ont 
dtmontre ce type de resultat, dans des cas particuliers, mais en calculant 
des constantes precises. 
3.1. Approximation d’une Fonction et de ses D&iv&es duns L*(O) 
PROPOSITION 3. Soit Sz un ouvert bornP de IWN, soit s E N, et f E C2S(~). 
II existe une constante positive K,, telle que, pour tout n E N, il existe Qn E 8, 
vf+$ant pour tout r E NN tel que 1 r 1 < s - (N/4) 
Ilf”’ _ Q”’ I, < K 
n 1 on (1/2)-2s+21r’~ 
Dt!monstration. D est contenu dans un parallelepipede. I1 suffit done de 
demontrer cette proposition quand Q est ce parallelepipede t par changement 
de variables quand Sz = n = (I- 1, + 1 [)N. 
Notations. Soit {t,J la famille des polynomes de Tchtbicheff normalises. 
Posons D = Cr (xi2 - 1) Di2 + xiDi , 
c-d = (011 ,.-.> %A T,(x) = r-I; t&i). 
T = nf” (1 - xi2)-lj4, et POLK 
On montre facilement que 
* Les T, forment une base orthonormale de LT2(12); 
* Pour tout CY E NN, j/ T, IILw(n) = (2/.rr)‘llzJN; 
* D est autoadjoint pour la structure hilbertienne de LT2(n); 
* DT, = (Cf” 01%~) T, . 
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Ordonnons les (II par ordre de longueur (longueur de (II = C LX,) et pour une 
mbme longueur par ordre lexicographique. Notons (Tz)isN la suite des T, 
&rite dans l’ordre des 01 croissants. On verifie aisement qu’il existe quatre 
constantes k, , k, , k, , k, , strictement positives telles que pour tout i E N 
* klillN < degrt de Ti < k,illN; 
* DTi = AiTz oti Ai v&&e k,i2fN < Ai < k&z/n. 
Si f E CF(~) on peut Ccrire d’apres les remarques precedentes, f = C,” aiTi 
dans LT2(II) avec 
ai = (f 1 TJLTa(n’ = (D”f [ TJ A,” = bii-2S’N, 
ob (bJ verifie C,” / bi I2 < CO. 
Pour 1 r 1 < s - (N/4) la serie C,” aiTir’ converge normalement vers fcT); 
en effet d’apres le lemme 1, // Ti(r’ /I < cte i21rl/N et C,” i(21r/-2s’lN / bi / < 
(C,” 1 bi 131/2(c~ i4(l+s)lN)lP de plus 
< Cte k2(frl-~)/N+(1/2) 
Soit p = C;+n et Q, = 2: aiTi . Alors d” Qn < n et d’apres 1’inCgalitC 
prectdente: II fcr) - Qg’ 1) < Cte +1+2s+(l/2). 
3.2. Approximation dans LurP et darts L” 
THBOR&ME 5. Soit Sz un ouvert borne’ de RN a bord lipschitzien, w un poids 
&rtfiant la proprie’te’ (H) du theoreme 1et appartenant d LP(sZ). Soit s E fV et 
f E Czs(@. II existe une constante K telle que siS, E 8, et verifie (( f - S, (/p,w =
dL,w(f, g,J, alw P our tout r E NN satisfaisant h ( r 1 < s - (N/4) on ait 
11 f”’ - 82’ 11 < Kn(1’2)+s+2d+2’r’-2s, n 3 1, /3 = cte du th. 1. 
Demonstration. Soit (Qn) la suite de polynomes exhibde dans la 
proposition 3 
[If”’ - Sk’ /I < IIf”’ - Qt’ 11 + 11 Q:’ - Sk’ II. 
D’apres le lemme 1, pour j r I < s - (N/4), on a 
II Qf’ - St’ 11 < Cte n2”’ /I Qn - S, /I 
Mais d’apres le theoreme 1, 
II Q,, - S, II < Cns+2d II Qn - S, l19,w. 
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Or 
II Qn - S, l19.w d II Qn -Sll,.w + IV- & ilDIw G 2 llf- Qn I/B,w . 
Soit 
II Qn - Sn II D.w G 2 II Qn -0 . II w llza . 
En reprenant les majorations de la proposition 3, il vient 
llf"' _ &' // < KOp/3)+31rl-z~ + cte n21r1114~~2dKon(l/2)-Ps 
< ~n(1/2)+6+2d+3/TI-2s 
3.3. Approximation PolynGmiale et Rkgularitt 
PROPOSITION 4, Soit 52 un ouvert borne’ de IWN ci bord lipschitzien, w un 
poids vkrljiant la proprie’te’ (H) du the’orZme 1 et appartenant h Lp(@. s’il 
existe deux constantes positives M et y telles que pour tout n E N, 
nyd, 9(&f, 9,) < M, alors, f E Q(Q) ou j est le plus grand entier vkifiant 
j<i(y- 1 -p-2d). 
Dkmonstration. Dans L,p(Q) f = S,, + Cr S,+l - Si = z,” Ui en posant 
uo = so, U&l = St+1 - S, (i > 0). De plus nY 11 U, l/w,w < 2M. Done d’aprb 
le thCor&me 1, 
/I lJ?) 11 < Cna+2d+2’r’ 11u, (IP& < 2kfcn4+2d+2’r’-y. 
Les skies Cr W) convergent done normalement pour tout les r tels que 
/3 + 2d+ 2 / r / - y < -1. I1 en rksulte quefest de classe C3 oti j est le 
plus grand entier tel que j < $(y - 1 - #I - 2d). 
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